Corrigé de I’épreuve Mathématiques II : Session 2017

Ce corrigé est proposé par le professeur ADHAM ELBEKKALIL

=

PRrROBLEME 1

1. Polynome caractéristique 'de A: y a(;) = X2—tr(A(t)) X +det(A(r)) = X2—(1 + %) X+% = (X—l)((X - %)
2. Soitz € R*\ {1}. Ona Spe (A(?)) = {1, %}, donc A(t) est diagonalisable puisqu’elle de taille 2 et elle possede

deux valeurs propres distinctes.

Déterminons E le sous espace propre de A() associé a la valeur propre 1.

X
Pour tout X = ( € M1 (R),on a
y
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Donc E; =R . Déterminons E1 le sous espace propre de A(f) associé a la valeur propre
t

1

X
Pour tout X = [ ] € M>1(R), on a

y
XeE AX =1x
2-Dx+(-1)y = =2
e DY
2(1-)x+(2-1)y = 2
_1 1_ _
— 2(1 i)x+(: 1)y : 0
2(1—;)){74—(?—1))7 = 0
= y=2
1
Donc E; =R
’ 2

Ainsi A(t) = PD(t)P~! avec D(t) =

0 1 1
et P = .
%] [1 2]

1. Rappel : pourtout A € M,;(R): y4 = X" - tr(A)X" L+ + (=1)" det(A).
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3. OnaA(l) =L et PD(1)P~! = PLP~' = I,, donc A(1) = PD(1)P~".
4. Soit7 € R*. On adet(A(¢)) = det(PD(1)P~) = det(D (1)) = %, donc A(t) est inversible et

A = —  —tcomay =| ° " U
et (AD) 21 o1 |

t
(b) Pourtoutn € N, on a

n

~

1 0 1 0
5. (@ OnaD() = 0 1],donc,pourtoutneN,(D(t))": . 1]-

0
1 k parld e 0
E—D = —
2i% () no e

1 e O
donc la série Z —(D(t))” converge et sa somme vaut [ . |- Ainsi exp(D(z)) existe et vaut
et

n>0

e O
0 et
(¢) En vertu de la question de précédente et du rappel au début de 1’énoncé, pour tout n € N, on a

"1
— (A
kZ:O k!

1 1
Z S (PDOPTH = kzo PP P!

[ —(D(z)) ]P‘1 —— Pexp(D()P~,
k= 0

1
donc la série Z - (A(1))" converge et sa somme vaut P exp(D(t))P‘1 . Ainsi exp(A(t)) existe et vaut
n!
n=0

Pexp(D(t))P~'.

1 1 - . 2 -1
(d) OnaP = o et P~ det(P) Com(P) = o , donc

€

3 1 1 Ze—et —e+et
1 2 % % 2e —2e1 —e+2et |

6. (a) En vertu de la question précédente, on a
Je—ei —e+el 2 -1 =1
Vi € R*, exp(A(t)) = . =€ +et i
2e —2et —e+2et 2 -1 -2 2

2 -1 -1 1
donc J = et K = .
2 -1 -2 2

exp(A(1)) = Pexp(D(@))P~!' = P[(e) 0 ]( 2 —1]
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(b) Soit (¢,#') € R* x R*. En vertu de la question précédente, on a

Vk € N, (A(t) + At')* (PD(t)P‘l + PD(t’)P‘l)k =P (D) + D))k P!

k
2 0 2k 0 ,

P 1,1 Pi=P 1, 1)k P~
0 ;*‘7 0 (?+-?)

donc
n
1
—2k 0
Sl k = k! e?
— (A + A =pP| = pl—p Pl
n k 1,1
k! 1 1 1 n—+oo e
k=0 0 Z_ 42 0 e
K\t v

Ainsi, en vertu de la question L.5.c, on conclut que

exp(A(1) + A(1")) i
0 ettv

(PD(P~)(PD(")P~") = exp(A(1) exp(A(r")).

e? 0
P( 1 Jp-l = PD(t)D(t")P~!

(¢) Raisonnons par récurrence sur n.
e Pourn=0:VreR, (exp(A(?)))" = exp(nA(t)) = I
e Soitn € N. Supposons que : Y7 € R, (exp(A(1)))" = exp(nA(r)).
Montrons que : V¢ € R, (exp(A(t)))"+1 =exp((n+ 1)A(t)).On a

Vi € R, (exp(A(1)" = (exp(A(1)))" exp(A(r))

= exp(nA(t))exp(A(r)) d’apres I’hypothese de récurrence

= exp(nA(t) + A(t)) d’apres la question précédente
= exp((n+ 1)A®)).

e Conclusion : d’apres le principe de récurrence : Vn € N,Vt € R, (exp(A(2)))" = exp(nA(t)).

(d) Soitr € R*. En vertu de la question L.5.c, on a
det(exp(A(1))) = det(Pexp(D(1)P™")) = det(exp(D(z))) = eet # 0,

donc exp(A(?)) est inversible et

1 1
(exp(A(N))) ™! " Com(exp(A(1))) = -1} —e+2et  e-—et
p ~  det(exp(A(2))) p = s 26% re e%

1

1 1
2el—e 1 —el4et
-
2e 1 —2e v —e !l 4+2et

(e) Soit r € R*. D’apres la question L6.c, on a : Vn € N, (exp(A(1)))" = exp(nA(t)). 1l reste donc
a montrer que : Yn € N*, (exp(A(?))) ™" = exp(—nA(t)). Montrons d’abord que (exp(A(t)))_1 =



6. CORRIGE DE L’EPREUVE MATHEMATIQUES II : SESSION 2017 82

exp(—A()).On a

al k k o( k!) ’ e”! 0
¥n e N, — (=D =| *7 n —_— T
n kzzo"’( (1) ) 1t [ | o e
k
k:Ok! t
-1
el 0 e 0 1 .
donc exp(—-D(t)) = o= . = (exp(D(?)))”". On a aussi
0 et 0 et

n n

|-

1
k!

=~

!

(=A@)* = P[ (—D(r))"] P~l —— Pexp(-D()P™",

k=0 k=0

donc
exp(=A(t)) = Pexp(=D(1)P~" = P(exp(D(1))) "' P~ = (Pexp(=D(1)P~") ™" = (exp(A1) ™.
Des lors
¥n e N*, (exp(A(1))) ™" = ((exp(AM)N™) ™" = (exp(nA(1))) ™" = exp(-nA()).

Finalement : Yn € Z, (exp(A(2)))" = exp(nA(z)).

Exponentielle de la matrice A,

Notons B = (ey,...,e,) la base canonique de R™.

1. (a) Raisonnons par récurrence sur k.

e Pourk=1:0na

fa(er) fa(e2) Salem-1)fa(em)

0 e e 0 O el

a : e

l\%at(fa)zAa= 0 a . : : e3
0

0 -0 a 0 em

Donc

Vie[[l,m—1], fa(e;) =aeix1 et flen)=0. %

e Soit k € [1,m — 2]. Supposons que :

Vie [1,m—kl, fXe) =d‘eisr et Viel[m—k+1,ml, fXe)=0.
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Montrons que :

Vie[l,m—k—1], f5e) = a*ejpr et Vie[m—kml, f*(e;) =0.

Ona:

o Vie[Lm—k=11 5 (e) = fa(fhe) T fala eins) = a* falern) & a*eripn
o 5 e ) = fulFiem i) R fulaem) = a fulew) X0

o Vie[m—k+1,ml, f¥(e) = fa(fX(e)) = fa(0) =0

Donc

Vie[l,m—k—11, f5e) = ad*ejppr et Viem—kml, f*(e;) =0.
e Conclusion : d’apres le principe de récurrence
Vk € [1,m—11,Vi € [1,m — k], fX(e;) = a*eisx et Vie[m—k+1,ml, fXe)=0.

(b) Raisonnons par récurrence sur k.

e Pour k = m : d’apres la question IL.1.a, pour k = m — 1,on a
mle) =a" e, et Viel[2,m], f ! (e;) =0.

Donc, en vertu de % ci-dessus, on a f7(e1) = fa(f""(e1)) = fu(@™ en) = a™ ' f(en) =0

et

Vi € [2,mll, f2'(e:) = fa(f2 " (ei)) = f4(0) = 0.

Ainsi: Vi € [1,m], f*(e;) = 0.
e Soit k > m. Supposons que : Vi € [1,m], f,f(el-) = 0. Montrons que : Vi € [1,m], ff“(ei) =0.
On a

Vi e [1,ml, 5 (e;) = fa(fE(ei)) = fa(0) = 0.

e Conclusion : d’apres le principe de récurrence : Yk > m,Vi € [1,m], fX(e;) = 0.

(¢) En vertudeIl.1.a,on a

fken) fRem—i)  fX(em)

O ...... 0 el
0
Vk e [lm—1], A% = Mat (%) 5 _ :
B ak .. | €k+1
0
0 0 dF 0 0) em

et
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donc la série Z Ak converge et
k>0

=l

t\)|m
=

+00 m—1
1 k

1 k
exp(Aa) = ) 1A% = Z A=
k=0 k=0

wls,

. (98]

[CR

a_
(m-1)!

ml L &
31

o |
—_

N8

2. (a) (i) Remarque : rectifiez, dans cette question, une erreur de frappe : il faut échanger les places de t et

s.
On a
1 0
ta
!
(ta)’
21
Négat (8a) = Eq(t) = (ta)3 - . . - |
5 . . . . :
0
g™t @} (4’ ta 1
(m-1D)! 31 21 1!
- (at) ™!

donc : Vi € [[1,m], go(e;) = ———¢;.
§ G =i

 (sa)/ 1

De méme, on trouve : h,(e;) = ﬁe,. Ainsi, pour tout i € [1,m]],
- (j—1i)! -
Jj=i
_ _ (tay = | _ A ey A (@) (sa)h
(haoga)(ei) = ha(galei)) = hq []Zl (j—i)!ej = l ( _l-)!ha(ej _j:i (j—l)' (h—])' €h.

(i1) Pourtouti € [1,m] ,ona

(ay= 8 ) N A
ha o ga)(e;) Z(]_l)yZ(h ])! ZZ j—i!(h- ])' “h
h—j

gt she Oy e
= G-l -t e”‘ZZu—z)'(h IR

i<j<h<m

—~
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(iii) On considere ¢ I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice E,(t + s). On a

h—i m
Vi e [L.ml. o(es) _ (a((t]:_ S?))' Z l)' {Zch lrksh i- k] h- Ten
h=i h=i
m h—i
1 1 k h—i—k h—i
_ - s a' ey,
;kzzok'(h—l—k)'
R RS a' ha ©
= G (o 2 8a)ter

Or B = (ey,...,e,) estune base de R™, alors 2 ¢ = h, o g, et par conséquent
E,(s +1) = Mat (¢) = Mat (h, © g,) = Mat (h,) Mat (g,) = E, (1) E4(s).
B B B B
(b) Soitt € R. En vertu de la question précédente, on a
Ea(t)Ea(_t) = Ea(o) =In et Ea(_t)Ea(t) = Ea(o) =1y,

donc E, (1) est inversible et (E,(1))~! = E,(~1).
(c) Raisonnons par récurrence sur 7.
e Pourn=0:0nakE,(nt) = (E,(t))" = I,,.
e Soit n € N. Supposons que : YVt € R, E,(nt) = (E,(t))". Montrons que : Vt € R, E,((n + 1)t) =

(E,())"*!. En vertu de la question II.2.a.iii, on a
VieR,E,((n+ 1)t) = Eg(nt +1) = E,(nt)E, (t) (E (D))"E,(t) = (Eq(1))*.

e Conclusion : d’apres le principe de récurrence : Yn € N,Vt € R, E,(nt) = (E,(1))".

(d) (@) Soient Ag,...,A,m_1 €R,ona

Aol + L AG + -+ A AP =0 = At

A ,]am71 /l3a3 /lzaz A1a
r?m—l)! 31 21 i Ao

— /10=/11=~~'=/1m_1=0.

Donc la famille (1,,,A,,. .. ,AZ"I) est libre.

2. Rappel : f,g : E — F deux application linéaires et 8 = (eq,...,e,) une basede E. alors : f = g & Vi € [1,n]l, f(e;) = g(e;).
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(i) Soientt,s € R.Ona

m— m—1 m—1 tk _ Sk
Ea(t) = Eq(s) Z = —Ak = > x Ak =0
k=0 = k=0 ’
— Vke[l,m- 1]] it _s =0 car (I, Aq,. .. ,A;"_l) d’apres IL1.2.d.i
— r=ys.

Ainsi 3 I’application t — E,(¢) est injective.
m-—1

1
(e) D’apres II.1.c,on a Z FAI‘; = E,(1). Donc, pour tout ¢ € R,
=0

E,(t* =3t +3) =exp(Ay) = E,(t*-3t+3)=E,(1)
& *-3t+3=1 cart+— E,(t) est injective d’apres IL.2.d.ii

— *-3t+2=0r=1our=2.

Partie I11: Applications

Upil Uy 1 0 0 Uy
1. (@) Pourtout n € N, on a Xp41 = | vyt = iy, + vy = n 1 0 Vi =
Whnatl ”;un+nvn+w,, ”72 n 1 Wy
1 0
F,X,, avecF,=| n 1
(b) Pourtoutn € N, on a
1 00 1 00 0 0O 0 00
n2 n2 )
F,=| n 1 0|=]0 O +nf 1 00 +51000 =13+nA1+mA1:E1(n),
2on ol 00 1 010 100
donc
VneN*, X, = F,1Xu1=F,1Fh2Xy0o=---=F,_1F,_»---FyXo envertudelll.l.a

= Ei(n-DEi(n-2)---Ei(0)Xo
= Ef((n-1)+(n—-2)+---+0)Xg d’apres la question IL2.iii
~ (20 x,,

(c) Soitn € N. D’apres la question précédente, on a

Uiy 1 0 0](8 8

n(n-—1
v | =Ea ((T))Xo = 2D 1 o||l2]|= 4n(n—1)+2 :
Wn HUSIR TVEIV Y B n2(n—1)2+n(n—1) +3

doncu, =8,v, =4n(n—1)+2etw, =n*(n— 1> +nn-1) +3.

3. Rappel : Une application f :—> F estinjective ssi: Vx,x” € E, f(x) = f(x’) = x = x’.
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2. (@) Ona

; [1 O] [ 1 O] [1 —a/nJ [ 1 —a/n]
C.,=hL+E,(1/n)-"E;(1/n) = + - .
0 1 a/n 1 0 1 aln 1

2 2
On pose @, = y/1 +a2?/n%. On a (%) + (M)) = 1, il existe donc 6,, €] — m,x] tel que cos @,, = %

(027)
. _ajln _ _ :
etsiné, = ", Ouencore 1=a,cosb, et % = ay, sin 6,. Du coup

1 -—a/n a, cosd, —a,sind, cosf,, —sind,
Cl’l = = = a'n .
a/n 1 a,sinf, «a,cosb, sinf,, cos@,

En outre, on a cos 6,, = al > (0, alors 6,, € ]—%,%[
n

(b) e Par une récurrence simple on trouve : C,, = a)r
sin(n6,) cos(nb,)

cos(nf,) —sin(ngn)J

e En vertu de la question précédente, on a tan6,, = % =2.0rf, € ]—%, Z [ on obtient §,, =

arctan (%) Du coup n8,, = narctan (;—l) ~ a—a.

n—+oo n—+oo
2
e Onaln(a”) =nlIn(a,) =21In (l + a—z) ~ &£ ——>0,donc @ —— 1.
n 2 n Nne—+oo 2N i LN

. cosa —sina
e Conclusion : C;;, ——> .

n—teo sina cosa
3. (@) Ona:
x’ 2-V2)x+ (V2 -1y
S = =
y 21 -V2)x + 2V2 - 1)y
— X _ 2-v2) (V2-1) x <:>X':A(LI)X,
Y’ 2(1-v2) @v2-1) || » ?
Donc : tg = L

5
(b) D’apres la question 1.2 on a A(tp) = PD(ty)P~', donc

X' =A(tg) X = X' =PD(t))P"'X = P 'X' =D@ty)P"'X = Y’ = D1y)Y.

u
(¢) Notons Y = [
\%

]. En vertu de la question précédente, on a
) Y’ = D(to)Y u’ 1 0 u u =u
= =D(1))Y = = —
v/ 1 V2 \ v =2y

cxe‘+,8e‘ﬁt
— do,peR : X=PY = .

aet +28eV2H

Donc x = ae' + ﬂe‘&t ety = ae' + 2ﬁe‘/§‘. Avec les conditions initiales x(0) = 1 e y(0) = —1, on
obtient @ = 3 et 8 = —2. Ainsi x = 3e' — 2V et y = 3e! — 4eV2t,
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+oo +00 & +o0o
. t ! -
(@) () exp(tA(to)) = F(A(fo))k = FP(D(IO))"P I = P[
k=0 " k=0 = °
(i) En vertu de la question précédente, on a

%(tD(to))k) P! = Pexp(tD(tp))P~!
k=0

exp(tA(19)) Z(0) = Pexp(tD(19)) P~ Z(0) = Pexp(tD(to))
ol e 0 11 3¢t | [ 3et-2eV2
0 eVt 12 || —2e™2 || 3et—4etV? |

=

PROBLEME 2

Quelques propriétés d’'un endomorphisme orthogonal

Z(1)

(i) X = Z.

1. (a) e Pourtoutx € E,ona
xeKerf = f(x) =0 = || f[N)||=0=||x|| =0 x =0,

donc Kerf = {0} et par suite f est injectif. Or f est un endomorphisme de E et E est dimension

finie, alors f est bijectif.

@ =t | = nxil Ainsi f!

e Puisque f est orthogonal, alors, pour tout x € E, |
est un endomorphisme orthogonal.

(b) SoitA e R,ona

dx e EN{O} : f(x) =Ax

dx e EN{O} = Nl f() 1l =1AxIl

dx e EN{O} : |lx]|l = Al x| carfestorthogonal.
] = 1.

A € Spe(f)

LUl

On en déduit que Spe(f) C {—1,1}.

2. (a) (<) Supposons que : Vx,y € E, < f(x), f(y) >=< x,y >. En particulier, en prenant x = y,on a:
Vx€E, < f(x),f(x) >=<x,x>= [ fO) P = IxIP = | f@) | =l x]l.

Ainsi f est orthogonal.

(=) Supposons que f est orthogonal. On a

T+ IR =1 = £ I17)

LU fa+nIP=11f(x=17) car festlinéaire

Vx,y € E, < f(x),f(y) >

F(lx+yI?>=1lx=yl?)  parhypothese
<

X,y >.
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(b) Notons » la dimension de E.
(=) Supposons que f est orthogonal et soit B = (ey,. . .,e,) une base orthonormée de E. En vertu de

la question précédente, on a
V@i, j) € [Lnl?, < f(e). fej >=< eiej >= &;j.

Donc f(B) = (f(e1),..., f(en)) est orthonormale a n éléments. C’est donc une base de E.

(<) Supposons que f transforme toute base orthonormée de E en une base orthonormée de E.

E étant un espace euclidien, il a donc une base orthonormée B = (ey,...,e,). Alors par hypothese
f(B) =(f(e1),...,f(ey)) est aussi une base orthonormée de E.

Soit x € E, il existe donc x1,...,x, € Rtelsque x = xje; +--- + x,e,. Ona*
2 _ 2 _ 2_ .2 2 _ 2
HfCN" =1 fxrer+ -+ xpen) |17 = llx1f(e) +- -+ xnflen) I =x7+--+x;, =[x,

Ainsi f est orthogonal.

3. Soit A = (a;j)1<i,j<n la matrice de f dans une base orthonormée 8 = (ey,...,e,) de E.Ona

n

Vj e [Lnl? fe)) = Y aije:.

i=1
donc, puisque B = (ey, .. .,e,) est une base orthonormée de E, on a

n

V(i) € [Lnl%, < f(ei), fle)) >= ) ariax.

k=1

Par ailleurs, on a
n n

V() € [Lnl?, ['AALy = > ['AlulAlk, = ) axiax.

k=1 k=1

Des lors : Y(i,j) € [1,n]%,[' AAl;; =< f(e;), f(e;) >. Ainsi

f(B) =(f(e1),...,f(en)) estune b.o.n.de E  d’apres L.2.a
V(i j) € [1,n]% < f(ei), f(ej) >= 6i

V(i,j) € [1,n]%,[" AAl;j = 6;;

"AA =1,

f est orthogonal

[

A est orthogonale.
4. (a) Notonsu=f+ f~'.Ona

<f@)+f7 0,y >=< f),y >+ < [0,y >
<x,f"Yy) >+ < x,f(y) > car f estorthogonal

V(x,y) € EZ, <u(x),y >

<xf)+ ) >=<xu(y) >.

n n
4. Rappel : Si 8 = (eq,...,e,) une base orthonormée de E et x = ine,-,y = Zyiei € E, alors < x,y >= Zx,-yi et

i=1 i=1 i=1
n

2
Ixl? =" x7.

i=1
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Donc u = f + f~! est un endomorphisme symétrique de E.
(b) (i) Notons A la valeur propre de f + f~! associée au vecteur propre x. Donc f + f~!(x) = Ax et par

suite f2(x) + x = Af(x) ou encore f2(x) = Af(x) — x. Ainsi

f (Vect(x, f(x))) = Veet(f*(x), f(x)) = Vect(1f(x) - x, f(x)) = Veet(x, f(x).

On conclut que Vect(x, f(x)) est stable par f.

(i) On a Vect(x) C Vect(x, f(x)) et x # 0, donc 1 = dim (Vect(x)) < dim (Vect(x, f(x))) < 2. De
plus Vect(x, f(x)) est stable par f en vertu de la question précédente. Ainsi f admet au moins un
sous espace vectoriel stable de dimension 1 ou 2.

(¢) (i) Puisque F eststable par f, alors f(F) c F.D’apres la question L.1.a f est bijectif, donc dim f(F) =

dim F. Ainsi f(F) = F.

(ii) Soit x € F+. Montrons que f(x) € F*.Envertude IL.2.a,ona: Vx’ € F, < f(x),f(x") >=<
x,x” >= 0. Or, d’aprés la question précédente, f(F) = F, alors : Yy € F, < f(x),y >= 0.1l
s’ensuit que f(x) € F*. Ainsi F* est stable par f.

Distance a un sous espace vectoriel

1. Il clair que < .,. > est une forme bilinéaire, symétrique. De plus

+0oo
VP EE, < PP >= / PX(H)e"'dt >0
0
et:

+0o
VPEE, <PP>=0 / PX(H)e 'dt =0
0

=
& VteR,, P>(t)eT' =0 car — P?(t)e”" est continue, positive
— VteR,, P(t)=0

&= P =0 car P estun polyndme ayant une infinité de racines

Donc < .,. > est défini positif. Ainsi < .,. > est un produit scalaire sur E.
2. On considere la forme linéaire ¢ : E — R définie par: VP € E, ¢(P) = P(0).
Puisque ¢(X +1) =1 #0,donc pestnulle. OnaKerp ={P € E : ¢(P)=0}={PeE : P(O)=0}=F.
Ainsi F est un hyperplan de E en tant que noyau de la forme linéaire non nulle ¢ de E.
3. (a) Soit k € [1,m — 1]. La famille (Py,. .., P,,_;) étant I’orthonormalisée de Schmidt (1,X,..., X" 1),
donc

Yl € [0,m — 1], Vect(Po,...,P;) = Vect(1,X,...,X*) = R;[X].

En particulier, on a P; € Ri[X] et en suite PI’C € Rg_1[X] = Vect(Py,...,Pr_1). Or Py est orthogonal
au vecteurs Py, . .., Pr_1, alors Py est orthogonal a P]’C qui est combinaison linéaire de Py, ..., Px_1. De
plus P(') = 0 est orthogonal a tout vecteur de E et notamment Py. Ainsi Py et P,’( sont orthogonaux pour
tout k € [0,m — 1].
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(b) Soit k € [0,m — 1]. D’apres la question précédente, on a P,’( L Py, donc

+0o
0 = < P,’{,Pk >:/ P,’((t) x Py (t)e”'dt
0

+00

= ‘sz(o)—/ ka(t)P,Q(t)e‘th/ P2(H)edt
0 0

= —PX0)- < P[.Pc > +|| P |,
= —PXO)+ Pl car P L Py

= [Pr(t) x Pr()e ] — / ) P () X (P_(t) — Pr)e”"dt
0
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Alors P2(0) = || P |1 = 1.
(¢) Soitk € [O,m—1].0na

(d) Puisque (P, ..

< Pk,S > = < Pk - Pk(O) +Pk(0),S >

= < Pr—Pr(0),S >+ < Pr(0),S >
= < P (0),S > car P, — P, (0)e FetSe Ft
= P(0)<1,S>.

., P,_1) est une base orthonormée de E, alors 5

3
I

< Pk,S > Py

i

3
L

Pr(0) < 1,8 > P, d’apres la question précédente
0

m—

a Z P (0)Py.

k=

>~
Il
—

(=]

4. (a) Pourtous P,Q € E,ona®

<¢(P),Q >

<@(P),0 —¢(Q) + ¢(Q) >=< @(P),0 — ¢(Q) > + < ¢(P),p(Q) >
< @(P),¢(Q) > car p(P) € FetQ — ¢(Q) € F*

<@(P) =P+ Po(Q) >=< ¢(P) - P,p(Q) > + < P,p(Q) >
<PpQ) >. car p(Q) € Fet P — o(P) € F*+

Donc ¢ est un endomorphisme symétrique.

(b) Pourtout P € E,ona’

2 2 2 2
Iy (PYII® = 112¢(P)=PII"=4lleP)|I" -4 <¢(P),P>+]| P
2 2
= 4lleP)|I" =4 < @(P),P—¢(P)+¢(P) >+ Pl
2 2 2
= 4lleP)|I" =4 < @(P),P—¢(P) > —4lo@P)|I”+ | P
= ||P|>. carp(P)eFetP—g(P)eF*
5. Rappel : Si 8 = (ey,. .., en) est une BON d’un espace euclidien E, alors : Vx € E, x =< x,e| > e| + -+ < X,ey > ey
6. Rappel : Si F est un sev d’un espace préhilbertien E et p est la projection orthogonale sur F, alors : Vx € E, p(x) € Fetx —p(x) €
FJ_
7. Rappel : Si E est un espace préhilbertien muni du produit scalaire < .,. >, alors : Vx,y € E, |[x+y ||2 =|lx ||2 +2 < x,y >

+lIylPetllx=ylP=lxI>-2<xy>+[yl?
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Donc ¢ est un endomorphisme orthogonal.

(¢) Soit P € E. On sait que P — ¢(P) € F+ = R.S. Il existe donc 1 € R tel que P — ¢(P) = AS.

Par ailleurs, on a

5 9 <PS>
< S8, P-p(P) >=< 5,18 >=< S,P > - < S,0(P) >=A|| S| =< S,P>=1||S||" = 1= ISP
On déduit que : ¢(P) = P — Tl”s’ﬁ; S.
5. Puisque ¢(h) est la projection orthogonale de 4 sur F, alors d(h, F) = || h — ¢(h) || fldc ﬁ H = %
m—1
D’apres II.3.d,ona § = « Z P (0)Py, et comme (Py,...,P,_1) est une base orthonormée de E, alors
k=0
= IL3b
IS1% =a? Y P0) "=" a’m. On conclut que d(h, F) = ¢k = =
k=0

6. On a ¢(h) estla projection orthogonale de 4 sur F, donc h — ¢(h) e <|IhSi2> S est la projection orthogonale

de h sur F*, du coup d(h,Ft) = H h— T;TFS H Par ailleurs, on a

2 2 2
h,S 2
:||h||2—2¥+(<h,5>)2:1—2a/2—+a2:1+a2——.
ISl am m

S

”h < h,S2>
IS

On déduit que : d(h,F*) = \[1+a? - 2.




